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Motivalé példak

Motivalo

Miért érdemes a diofantikus problémdkat geometriai szemléletméddal
vizsgalni?



Pitagoraszi szamharmasok
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Primitiv pitagoraszi szdmharmasok

Szikszai Marton
Parametrizéljuk azokat az a, b, ¢ relativ prim pozitiv egészeket,
Pitagoraszi melyek megoldjak az

szamharmasok

24 b= 2
egyenletet!

Az egyenlet egy ekvivalens alakja

2
2 b
(2 (8) -
c c
Az x = a/c és y = b/c helyettesitésen keresztiil az egyenlet egész
megoldasait megfeleltethetjik az
X2 + y2 -1

egységkor raciondlis pontjainak.
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Az Osszes primitiv pitagoraszi szamharmas

Pitagoraszi
szamharmasok

a=2mn, b=m?—n? c=m*+ n

alakd, ahol m, n relativ prim pozitiv egészek és n < m.

Megmutathatd, hogy a (0, 1) pontbdl végzett sztereografikus projekcid
esetén a (0,1) és P’ pontokon dtmend egyenes az egységkort a

p_ 2mn  m? — n?
T\ m2 42 m? 4+ n?

Algebrai geometria nyelvén: az affin egyenes és az egységkor altal defi-
nialt algebrai gorbe biraciondlisan ekvivalens, ahol a transzformacidkat
a sztereografikus projekcié és inverze adja meg.

pontban metszi.
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Szikszai Marton Tétel (Fermat-V\/”es)
Az

n n__ _n
Fermat utolsé X +y =z

tétele

egyenletnek nincs nem trividlis megolddsa, ha n > 3.

Yves Hellegouarch (60-as évek vége): a Fermat egyenlet egy a, b, c
megoldasdhoz rendeljiik hozza az
E,:y?=x(x—a")(x—b")

elliptikus gorbét.

Modularitas-tétel (kordbban Taniyama-Shimura-Weil-sejtés): a Q fe-
letti elliptikus gorbék modularisak.
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Sl W Frey (1982-85): ha létezne ellenpélda Fermat-tételére, akkor E, nem
moduldris (ekkor még a modularitas-tétel csak sejtés volt).

Fermat utolss Serre (1985): a Taniyama-Shimura-Weil-sejtés (n. "szemistabil” esetébdl
kovetkezne Fermat tétele. Csak részben bizonyitotta, a kimaradé
részbdl lett az dgynevezett epszilon-sejtés.

Ribet (1986): epszilon-sejtés igazoldsa.

Wiles (1993): a Taniyama-Shimura-Weil-sejtés szemistabil esetének
egy nem teljes bizonyitasa.

Wiles, Taylor (1995): a kimaradé rész athidalasa.

Breuil, Conrad, Diamond, Taylor (1998): a modularitds-tétel.



A kongruens szdm probléma
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o Az n € N kongruens szdm, ha létezik a, b, c € Q, hogy

Szikszai Marton

P+ =c és n=—.

Klasszikus megfogalmazasban: létezik olyan derékszogili haromszog,
A kongruens . . s ’ .-
i prefatine hogy oldalai racionalisak és teriilete n.

Kongruens szam probléma

Adott természetes szamrdl dontsiik el, hogy kongruens szdm-e.

Vegyiik észre, hogy

a+b zia2+2ab+b27c2+4n <c>2+n
2 - 4 T4 ’

a—b 2_32—23b+b2_c2—4n_<c>2_n
2 N 4 4 '
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A kongruens
szém probléma

Legyen x = (c/2)2. Ekkor

a—b\? ) N a+b\?
X—n= és x+n= .
2 2
Azaz olyan x € Q szamot keresiink, hogy x — n,x,x + n egyszerre
raciondlis négyzetek. Kovetkezésképpen

y? = (x — n)x(x+ n) = x> — n’x.

Az n € N pontosan akkor kongruens szim, ha az E : y? = x> — n’x
elliptikus gorbe rangja pozitiv.

A kongruens szam tulajdonsdgra Tunnell adott egyszeriien ellendrizhetd
kritériumot Birch és Swinnerton-Dyer sejtését feltételezve.
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Algebrai halmazok

Példa egy geometriai objektum algebrai vizsgalatara.
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Legyen K egy test. A K feletti n dimenziés affin tér

Szikszai Marton
A"(K) = K",

A"(K) elemeit pontoknak nevezziik.

Affin algebrai .
halmazok m n = 1: affin tengely.

m n = 2: affin sik.

m n = 3: affin tér.

Ha F € K[Xy,..., X,], akkor egy P = (a1,...,a,) € A"(K) pont az
F zérdja, ha F(P) = 0.

Ha F nem konstans, akkor zéréinak halmaza V/(F) az F &ltal definialt
hiperfeliilet.
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S e Ha deg F = 1, akkor A"(K) egy hipersikjardl beszéliink.

B K=R, n=2, F(x,y) =ax+ by + ¢ - V(F) egyenes;
m K=R,n=3, F(x,y)=ax+ by +cz+d - V(F) sik.
m és igy tovabb...

Affin algebrai
halmazok

Altaldnosabban, ha S € K[Xi, ..., X,] polinomok egy halmaza, akkor

V(S)={P e A"(K): F(P) =0 barmely F € S esetén}.

A V c A"(K) affin algebrai halmaz vagy egyszerlien algebrai halmaz,
ha V = V(S) valamely S C K[X1, ..., X,] esetén.



Algebrai halmazok szerkezete
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ESchstia Emlékeztetésképpen, ha R egy gylir(i, akkor | az R egy idedlja, amennyi-
Szikszai Marton ben

m |/ az (R, +) részcsoportja;
m | zart az R-beli elemekkel valé szorzasra.

Ha S C R, akkor az S dltal generdlt idedl a legsziikebb idedl /, hogy
A Scl. HaR _kommutatlv és egységelemes, akkor az S = {sy,...,s,}
helinazel altal generdlt idedl

szerkezete

{a1s1+ -+ ass :a € R}.

Specidlisan, az S = {F1,..., F,} C K[X,..., X;] altal generdlt ideal

{GiFy + -+ G,F, : G e K[Xy,..., Xu]}.
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Ha | az S dltal generalt idedl K[ X1, ..., X,]-ben, akkor V(S) = V(I).

Bizonyitds.

Standard. Megmutathatd, hogy V/(/) C V(S) és V(S) c V(/). O

ok Azaz, minden algebrai halmaz eléallithaté az S-beli polinomok &ltal

szerkezete , . P /. Yo
generalt idedl segitségével.

Ennél tobbet is mondhatunk.

Tétel

Minden algebrai halmaz véges sok hiperfeliilet metszete.

Az eredeti definicidban S akdrmennyi polinom halmaza is lehetett.
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Ujabb algebrai eszkozokre lesz sziikségiink.
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Egy gylir(i Noether, ha benne minden idedl végesen generalt.

Tétel (Hilbert bazistétele)

Ha R Noether gyiirii, akkor R[X1, ..., Xn] is Noether gyiiri.

Algebrai
halmazok
szerkezete

A bazistételt nem igazoljuk, azonban (mivel a testek Noether gyiiriik)
az el6z6 allitds most mar egyszerii kovetkezménnyé véltozik.

Bizonyitas.

Legyen V/(/) az algebrai halmaz. Mivel K[Xi, ..., X,] Noether, ezért
I = (F1,...,F) végesen generdlt és V() = V(F)N---NV(F). O



Algebrai halmazok szerkezete
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geometria V C A"(K) algebrai halmaz reducibilis, ha léteznek olyan V # V4, V, C
ez S A"(K) algebrai halmazok, hogy V = V; U V5. Ellenkezd esetben V
irreducibilis.

Emlékeztetésképpen, egy | idedl primidedl, ha nem az egész gylirli és
a gylrl barmely olyan a, b elemeire, melyre ab e |, a € | vagy b € |
teljesul.

Allitas

Algebrai
halmazok

szerkezete AV algebrai halmaz pontosan akkor irreducibilis, ha I(V) primideal
A"(K)-ban.

Tétel

Minden algebrai halmaz egyértelmiien felbonthatd véges sok
irreducibilis paronként egymdst nem tartalmazé algebrai halmaz
unicjara.
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Algebrailag zart test felett idedlbeli polinomoknak van kozos zérdja,
amennyiben az idedl nem a teljes polinomgydir.

Tétel (" Gyenge” Nullstellensatz)

Tegyiik fel, hogy K algebrailag zart, | egy K[X1,...,X,], ami nem a
teljes polinomgyiirti. Ekkor V/(I) # ().

o Az Nullstellensatz teljes erejii kimonddsdhoz bevezetjiik az idedl ra-
ilbert
Al et dikéljanak fogalmat.

Ha I idedl K[Xq, ..., X,]-ben, akkor radikalja
VI={FeK[Xy,...,X,] : Im €N, hogy F™ € I}.

Ha | = Rad(/), akkor / radikal idedlnak nevezziik.
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Legyen K algebrailag zart, | egy K[Xi, ..., X,]-beli idedl. Ekkor

I(V(1)) = Rad(/).

A tétel egy értelmezése: ha Fy,...,F,, G € K[Xy,..., Xy] és G eltilinik
minden esetben, amikor Fi, ..., F, eltiinik, akkor

G"=GF + -+ GF (meN, G e K[Xq,...,X])-

Hilbert
Nullstellensatz

Kovetkezmény

Ha | radikal idedl, akkor I(V/ (1)) = |. Azaz egyértelmii megfeleltetés
van a radikal idedlok és az algebrai halmazok kozott.

Kovetkezmény

Ha | primidedl, akkor V(1) irreducibilis. Azaz egyértelmii
megfeleltetés van a primidedlok és az algebrai halmazok kozott.



Bevezeté algebrai
geometria

Szikszai Marton

Koszonom a figyelmet!

Hilbert Folytatds?

Nullstellensatz
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