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Defińıció és példák

Diofantikus halmaz

Legyen k ≥ 2 rögźıtett egész szám. Páronként különböző nem nulla

racionális számok egy {a1, a2, ..., an} halmazát k -adik hatvány racionális

Diofantikus n-esnek mondjuk, ha bármely 1 ≤ i < j ≤ n esetén

aiaj + 1 = rkij

valamely rij racionális számok mellett.

Példák

Egész: (2, {1, 3, 8}); (3, {2, 171, 25326})
Racionális: (2, {2,−1/2, 3/2}); (3, {2,−1/2,−14})
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Eddigi eredmények k = 2 esetben

Egész értékű

Fermat (XVII. század):
példa négyesre

Euler (XVIII. század):
négyesek paraméteres családja

Dujella (2004):
nem létezik hatos és legfeljebb
véges sok ötös létezik

He, Togbe, Ziegler (2019):
nem létezik Diofantikus ötös

Racionális értékű

Diofantosz (III. század):
példa négyesre

Euler (XVIII. század):
példa ötösre

Gibbs (1999):
példa hatosra

Dujella, Mikic, Kazalicki, Szik-
szai (2017):
végtelen sok Diofantikus hatos
létezik
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Eddigi eredmények k ≥ 3 esetben

Egész értékű
Bugeaud, Dujella (2003):
abszolút felső korlátot adtak k
függvényében a halmazok méretére,
elszórt példák hármasokra
(3; {2, 171, 26326})
(4, {1352, 9539880, 9768370})

Racionális értékű
Ismert példák hármasokra
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Párok által indukált görbe

Legyen {a, b} k-adik hatvány Diofantikus pár. Ekkor bármely y ̸= 0

bőv́ıtésre teljesül, hogy

ay + 1 = xk1 by + 1 = xk2.

Definiáljuk a

Ca,b : (ay + 1)(by + 1) = xk

affin algebrai görbét, melyet az {a, b} pár által indukált görbének fogunk

nevezni. Ekkor a görbén a következő nyilvánvaló pontok szerepelnek

P = (1, 0), A =

(
0,−1

a

)
, B =

(
0,−1

b

)
.
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Görbe transzformáció páratlan k esetén

Az

X = abx , és az Y = (ab)(k+1)/2y +
(ab)(k−1)/2(a+ b)

2

biracionális változótranszformációk az alábbi, aritmetikailag kedvezőbb

alakra vezetnek

C ′
a,b : Y 2 = Xk +

(
(ab)(k−1)/2(a− b)

2

)2

.

Ekkor a P,A,B pontok transzformáltjai rendre:

P ′ =

(
ab,

(ab)(k−1)/2(a+ b)

2

)
,

A′ =

(
0,

(ab)(k−1)/2(a− b)

2

)
, B′ =

(
0,−(ab)(k−1)/2(a− b)

2

)
.
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Görbe transzformáció páros k esetén

A

X = abx , és az Y = (ab)k/2+1y +
(ab)k/2(a+ b)

2

biracionális változótranszformációk az alábbi, aritmetikailag kedvezőbb

alakra vezetnek

C ′
a,b : Y 2 = abXk +

(
(ab)k/2(a− b)

2

)2

.

Ekkor a P,A,B pontok transzformáltjai rendre:

P ′ =

(
ab,

(ab)k/2(a+ b)

2

)
,

A′ =

(
0,

(ab)k/2(a− b)

2

)
, B′ =

(
0,−(ab)k/2(a− b)

2

)
.
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Görbe alapvető tulajdonsága

Álĺıtás
A Ca,b görbe nem szinguláris.

Legyen F (x, y) = (ay + 1)(by + 1) − xk. A szinguláris pontokat Ca,b-n az alábbi
egyenletrendszer határozza meg: 

F (x, y) = 0
∂
∂x

F (x, y) = 0
∂
∂y

F (x, y) = 0

Indirekt tegyük fel, hogy van megoldása az egyenletnek. Ekkor a második egyenletből
kxk−1 = 0, ı́gy x = 0 adódik. Ekkor

F (0, y) = (ay + 1)(by + 1) = 0,

ebből következik, hogy y = −1/a vagy y = −1/b. Ezt a harmadik egyenletbe helyet-
teśıtve kapjuk, hogy a

(
− b

a
+ 1

)
= 0, melyből a = b adódna.
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Görbe alapvető tulajdonsága

Génusz szerint osztályozva, megállaṕıtható, hogy:

k = 2 esetben Pell-kúpszelet,

C ′
a,b : Y 2 = abX2 +

(
(ab)(a− b)

2

)2

→ C ′′
a,b : X

2 − abY 2 = 4,

k = 3 esetben elliptikus görbe,

C ′
a,b : Y

2 = X3 +

(
ab(a− b)

2

)2

k = 4 esetben elliptikus görbe,

C ′
a,b : Y 2 = abX4+

(
(ab)2(a− b)

2

)2

→ C ′′
a,b : Y

2 = X3−2(ab)3(a−b)

k ≥ 5 esetben hiperelliptikus görbe.
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k = 3 eset

Ebben az esetben a görbénk az alábbi

C ′
a,b : Y 2 = X3 +

(
(ab)(a− b)

2

)2

Weierstrass alakot ölti, amelyet a következő biracionális transzformációkkal

értünk el

X = abx, Y = (ab)2y +
(ab)(a+ b)

2
.

Ekkor a triviális pontok a transzformált görbén a következőek:

P ′ =

(
ab,

(ab)(a+ b)

2

)
,

A′ =

(
0,

(ab)(a− b)

2

)
, B′ =

(
0,−(ab)(a− b)

2

)
.
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Ca,b tulajdonságai

Lemma 1 (Fueter - 1930)

Legyen

E : y2 = x3 +B

elliptikus görbe, B ∈ Z és B = B6
0B1, ahol B1 hatodik hatvány mentes.

A T torziós részcsoportja E(Q)-nak ekkor a következő:

T =


Z/6Z ha B1 = 1

Z/3Z ha B1 = −432 vagy B1 ̸= 1 négyzetszám

Z/2Z ha B1 ̸= 1 köbszám

{O} egyébként

Következmény

C ′
a,b(Q) torziós részcsoportja Z/6Z vagy Z/3Z.
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Ca,b tulajdonságai

Lemma 2 (B., Szikszai)

Legyen {a, b} harmadik hatvány Diofantikus pár. Ekkor a P = (1, 0)

rendje végtelen a Ca,b(Q) csoportban kivéve, ha a = −b, 2b, vagy b
2 .

Alkalmazva a Lemma1 következményét elegendő csupán a 3P -t és a 6P -

t vizsgálni. Mindkét esetben a számlálót 0-vá téve a feladat egy reciprok

polinom racionális gyökeinek a keresésére redukálódik ahol a változónk
a
b . Például 3P esetén

a6 − 3a5b+ 6a4b2 − 7a3b3 + 6a2b4 − 3ab5 + b6 = 0

Ekkor a kapott egyenletek racionális megoldási az 1
2 ,−1 és 2.
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Kimaradó esetek

Lemma 3 (B., Szikszai)

Az {−1, 1} és {−3, 3} az összes lehetséges harmadik hatvány racionális

Diofantikus pár, ahol a = −b. Továbbá nem létezik olyan harmadik

hatvány Diofantikus pár, ahol a = 2b vagy b
2 .

Tegyük fel, hogy {a, b} harmadik hatvány Diofantikus pár, ahol a = 2b

vagy b
2 . A szimmetria miatt, az általánosság sérelme nélkül feltehető,

hogy a = 2b. Ekkor az Eb,2b 0 rangú görbe, azaz elegendő a tor-

zióspontokat vizsgálni, melyeket a Lutz-Nagell tétel seǵıtségével könnyen

meghatározhatunk. Ezek alapján nem létezik a feltételeket kieléǵıtő

{a, b} pár.

Az E−b,b görbe szintén 0 rangú, ı́gy hasonló eljárást alkalmazhatunk, de

ebben az esetben vannak megfelelő tórzióspontokból származó párok, a

{−1, 1} és a {−3, 3}.
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3-leszállás

Defińıció: 3-leszállás

Definiáljuk az α : Ca,b(Q) → Q∗/Q∗3 leképezést a következőképpen:

α(R) =


1 ha R = O
(ab)2(a− b)2 ha R = A

y − ab(a−b)
2 ha R = (x, y) ̸= A

Megjegyezzük, hogy hasonlóan B-vel is definiálható a 3-leszállás.

Lemma (Cohen - 2007)

Az α leképezés csoport homomorfizmus, és 3C ′
a,b(Q) ⊂ kerα.
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Tétel

Tétel (B., Szikszai)

Legyen {a, b} harmadik hatvány racionális Diofantikus pár. Ha P ̸= T ∈
Ca,b(Q) úgy, hogy T −P ∈ 3Ca,b(Q), akkor c = y(T ) kiterjeszti az {a, b}
párt harmadik hatvány racionális Diofantikus hármassá.
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Bizonýıtás

Ha α(T ′) = α(P ′), akkor defińıció szerint

α(P ′) = y(P ′)− ab(a− b)

2
=

ab(a+ b)

2
− ab(a− b)

2
= ab2.

Legyen r racionális szám, ekkor teljesül, hogy

y(T ′) = 2ab2r3 +
ab(a− b)

2
.

Alkalmazva az inverz biracionális transzformációt kapjuk, hogy

y(T ) =
ab2r3 + ab(a−b)

2 − ab(a+b)
2

a2b2
=

r3 − 1

a

melyből adódik az álĺıtás.
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Bőv́ıtés hármasokká

Az előző tétel következménye, hogy végtelen sok harmadik hatvány Di-

ofantikus hármas létezik. Prećızebben:

Következmény (B., Szikszai)

Legyen {a, b} harmadik hatvány Diofantikus pár, ekkor az y((3m+1)P )

bőv́ıtése a párnak feltéve, hogy a /∈
{
−b, 2b, b

2

}
, ahol m ∈ Z \ {0} .

Példaként bőv́ıtsünk a y(−2P )-vel, ekkor{
a, b, −9

(a2 − ab+ b2)

(a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3)

}
harmadik hatvány Diofantikus hármas.
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A feltételekről

Vegyük észre, hogy T−P ∈ 3Ca,b(Q) elégséges, de nem szükséges feltétel.

Tekintsük például a

{2, 171, 25326}

hármast. Ekkor az S = (6031, 25326) ∈ C2,171(Q) úgy, hogy S − P /∈
3C2,171(Q).

Következtetésképpen P -nek más többszöröse is bőv́ıtés lehet.

Lemma 4 (B., Szikszai)

Legyen r = t3, t ∈ Q, t ̸= 0,±1, {a, b} =
{
r,−1

r

}
és T ∈ Ea,b. Ekkor

{y(T ), y(−T ))} harmadik hatvány Diofantikus pár.
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Bizonýıtás

Tekintsük az

E′
a,b : y2 = x3 +

(
t3 + 1

t3

2

)2

görbét. Legyen T ′ ∈ E′
a,b. Ekkor rendezéssel adódik, hogy

−x(T ′)3 = −y(T ′)2 +

(
t3 + 1

t3

2

)2

= −y(T ′)2 +
t6 + 2 + 1

t6

4
=

−y(T ′)2 + 1 +
t6 − 2 + 1

t6

4
= −y(T ′)2 +

(
t3 − 1

t3

2

)2

+ 1 =

(
y(T ′) +

t3 − 1
t3

2

)(
−y(T ′) +

t3 − 1
t3

2

)
+ 1 = y(T )y(−T ) + 1.
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Bőv́ıtés négyesekké

Az y(2P ) és az y(−2P ) kibőv́ıtik az {t3,−1/t3} párt négyessé.

Tétel (B., Szikszai)

Legyen r = t3 valamely racionális t esetén. Ekkor

{r,−1/r, (r8 + 5 · r6 + 15 · r4 + 5 · r2 + 1)/(r7 − 3 · r5 + 3 · r3 − r),

− 9 · (r5 + r3 + r)/(r6 − 3 · r4 + 3 · r2 − 1)}

harmadik hatvány racionális Diofantikus négyes.

Bizonýıtás:

Egyszerű számı́tással igazolható.
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Bőv́ıtés négyesekké

Lemma 5 (B., Szikszai)

Legyen r = t3, t ∈ Q, t ̸= 0,±1, {a, b} =
{
r,−1

r

}
és T ∈ Ea,b. Ha

{a, b, y(T ))} harmadik hatvány Diofantikus pármas, akkor {a, b, y(−T ))}
szintén harmadik hatvány Diofantikus hármas.

Következmény (B., Szikszai)

Legyen r = t3, t ∈ Q, t ̸= 0,±1, {a, b} =
{
r,−1

r

}
. Ekkor minden m ∈

Z\{0} esetén az {a, b, y((3m+1)P ), y(−(3m+1)P )} harmadik hatvány

Diofantikus négyes.
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Bőv́ıtés négyesekké

Alkalmazva a biracionális transzformációkat adódik, hogy

y(−T ) = −y(T ) + t3 − 1

t3

Ekkor

y(−T )− t3 = −y(T )− 1

t3

y(−T )t3 − t6 = −[y(T )t3 + 1]

y(−T )t3 − t6 = −r3

y(−T )(− 1

t3
) + 1 =

r3

t6
.

Azaz {y(−T ),− 1
t3
} harmadik hatvány Diofantikus pár. Hasonlóan bi-

zonýıtható {y(−T ), t3} párra is.
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Gergő Péter Batta (UD) Debreceni Egyetem 2023. május 5. 23 / 29
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