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Definici6 és példak

Diofantikus halmaz

Legyen k > 2 rogzitett egész szam. Paronként kiilonbozé nem nulla
raciondlis szdmok egy {a1, as, ..., a, } halmazat k -adik hatvany raciondlis
Diofantikus n-esnek mondjuk, ha barmely 1 <¢ < j < n esetén

k

aja; + 1 =13

valamely r;; raciondlis szamok mellett.

o Egész: (2,{1,3,8});(3,{2,171,25326})
e Raciondlis: (2,{2,—-1/2,3/2});(3,{2,—1/2,—14})
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Eddigi eredmények k = 2 esetben

Egész értéki Racionalis értéki
@ Fermat (XVII. szdzad): @ Diofantosz (III. szézad):
példa négyesre példa négyesre
o Euler (XVIII. szdzad): @ Euler (XVIII. szdzad):
négyesek paraméteres csaladja példa otosre
@ Dujella (2004): @ Gibbs (1999):
nem létezik hatos és legfeljebb példa hatosra
véges sok Gtos létezik e Dujella, Mikic, Kazalicki, Szik-
@ He, Togbe, Ziegler (2019): szai (2017):
nem létezik Diofantikus 6t0s végtelen sok Diofantikus hatos
létezik
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Eddigi eredmények k£ > 3 esetben

Egész értéki Racionalis értékii
@ Bugeaud, Dujella (2003): @ Ismert példak hdrmasokra

abszolut fels6 korlatot adtak &
fliggvényében a halmazok méretére,
elszért példdk harmasokra
(3;{2,171,26326})
(4,{1352,9539880,9768370})
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Parok altal indukalt gorbe
Legyen {a,b} k-adik hatvany Diofantikus par. Ekkor barmely y # 0
bovitésre teljesiil, hogy

ay+1=zf by +1 =k

Definidljuk a
Cop: (ay+1)(by+1) = xF

affin algebrai gorbét, melyet az {a, b} par altal indukalt gérbének fogunk
nevezni. Ekkor a gérbén a kdvetkez6 nyilvanvalé pontok szerepelnek

P=(1,0, A= (o,-i), B— (o,-i).
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Gorbe transzformacio paratlan k esetén

Az
(ab)*=D/2(q + b)
2
biraciondlis valtozdtranszformaciok az alabbi, aritmetikailag kedvezobb
alakra vezetnek

2
L Y2=XxF <(ab)(’“1)/2(a — b)> )

X=abr,ésazy = (ab)(’fﬂ)/?y +

2

Ekkor a P, A, B pontok transzformaltjai rendre:

P (ab’ (ab)k=D/2(q + b)) |

2

A — <07 (ab)(E=D/2(q — b)) 7 B - <07 B (ab)k=1/2(q — b)> |

2 2
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Gorbe transzformécio paros k esetén

A
(ab)*/?(a + b)
2
biraciondlis valtozdtranszformaciok az alabbi, aritmetikailag kedvezobb
alakra vezetnek

2
k/2(, _
"o Y2 =abX® + <(ab) (a b)>

X =abz, és az Y = (ab)*/ >y +

2

Ekkor a P, A, B pontok transzformaltjai rendre:

o (ab, (ab)k/22(a + b)) |

[ (ab)*?(a—b) ;) (ab)**(a — b)
PR R )
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Gorbe alapveto tulajdonsaga

A C,p gorbe nem szingularis.

Legyen F(z,y) = (ay + 1)(by + 1) — 2*. A szinguldris pontokat C,-n az aldbbi
egyenletrendszer hatdrozza meg:

F(z,y) =0
2 F(z,y)=0
2 F(z,y) =0

Indirekt tegyiik fel, hogy van megolddsa az egyenletnek. Ekkor a masodik egyenletbdl
kxz®*~1 =0, igy = = 0 adédik. Ekkor

F(0,y) = (ay + 1)(by + 1) =0,

ebbdl kovetkezik, hogy y = —1/a vagy y = —1/b. Ezt a harmadik egyenletbe helyet-
tesitve kapjuk, hogy a (—% + 1) = 0, melybdl a = b adédna.

= — = = "
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Gorbe alapveto tulajdonsaga

Génusz szerint osztalyozva, megallapithatd, hogy:

@ k = 2 esetben Pell-kupszelet,
b)(a —b)\>
npt Y2 =abX2+ (w;)> = Oy X2 —abY? =4,

o k = 3 esetben elliptikus gorbe,

2
Ly Y? = X 4 (ab(a2— b)>

o k = 4 esetben elliptikus gorbe,
(ab)*(a —b)\* 2 _ 3oy
b Y? = abX4—|—(2> — Cpyp Y7 = X°=2(ab)*(a—b)

@ k > 5 esetben hiperelliptikus gorbe.
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k = 3 eset

Ebben az esetben a gorbénk az aldbbi

b y2 = X34 (W)Q

Weierstrass alakot 6lti, amelyet a kovetkezo biraciondlis transzforméaciokkal
értink el

(ab)(a+b)

—

Ekkor a trivialis pontok a transzformalt gorbén a kovetkezoek:

o <ab7 (ab)(a + b)> |

X = abz, Y = (ab)’y +

2

R ()]
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Coyp tulajdonsagai

Lemma 1 (Fueter - 1930)
Legyen

E: y*=23+B

elliptikus gorbe, B € Z és B = BgBl, ahol B; hatodik hatvany mentes.
A T torzids részcsoportja E(Q)-nak ekkor a kovetkezo:

Z/6Z ha Bj =1

Z/37Z ha B; = —432 vagy B; # 1 négyzetszam
Z/27. ha Bj # 1 kobszdm

{0}  egyébként

Kovetkezmény

(/z,b(Q) torzids részcsoportja Z /67 vagy Z/3Z.
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Coyp tulajdonsagai

Lemma 2 (B., Szikszai)

Legyen {a,b} harmadik hatvény Diofantikus par. Ekkor a P = (1,0)
rendje végtelen a C, ,(Q) csoportban kivéve, ha a = —b, 2b, vagy %.

Alkalmazva a Lemmal kovetkezményét elegendd csupan a 3P-t és a 6.P-
t vizsgalni. Mindkét esetben a szamlalot 0-va téve a feladat egy reciprok
polinom raciondlis gyokeinek a keresésére redukalddik ahol a valtozonk
- Példaul 3P esetén

a® — 3a®b + 6a*b? — 7a>b® + 6620 — 3ab® + % =0

1 _1és2.

Ekkor a kapott egyenletek raciondlis megoldési az 5,
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Kimarado esetek

Lemma 3 (B., Szikszai)

Az {—1,1} és {—3,3} az Osszes lehetséges harmadik hatvany racionélis
Diofantikus par, ahol a = —b. Tovabba nem létezik olyan harmadik
hatvany Diofantikus par, ahol a = 2b vagy %.

Tegyiik fel, hogy {a,b} harmadik hatvany Diofantikus pér, ahol a = 2b
vagy %. A szimmetria miatt, az altaldnossdg sérelme nélkiil felteheto,
hogy a = 2b. Ekkor az Ejpo, 0 rangu gorbe, azaz elegendd a tor-
ziospontokat vizsgalni, melyeket a Lutz-Nagell tétel segitségével konnyen
meghatarozhatunk. Ezek alapjan nem létezik a feltételeket kielégitd
{a, b} pér.

Az E_y gorbe szintén 0 rangu, igy hasonl6 eljarast alkalmazhatunk, de
ebben az esetben vannak megfelel$ torziéspontokbdl szarmazoé parok, a
{-1,1} és a {-3,3}.
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3-leszallas

Definicié: 3-leszallés
Definidljuk az o : C,5(Q) — Q*/Q*3 leképezést a kovetkezdképpen:

1 ha R=0
a(R) =4 (ab)*(a—b)?> haR=A
y— 24 haR=(2,y)#A

Megjegyezziik, hogy hasonléan B-vel is definidlhaté a 3-leszallas.

Lemma (Cohen - 2007)

Az o leképezés csoport homomorfizmus, és 3C! ,(Q) C kera.
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Tétel

Tétel (B., Szikszai)

Legyen {a, b} harmadik hatvany racionélis Diofantikus par. Ha P # T €
Cap(Q) 1gy, hogy T'— P € 3C,(Q), akkor ¢ = y(T') kiterjeszti az {a, b}
part harmadik hatvany racionalis Diofantikus harmassa.
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Bizonyitas

Ha o(T") = a(P’), akkor definici6 szerint

Oé(P/) _ y(P/) . ab(a — b) ab(a = b) ab(a _ b)

= — = a/b2.

2 2 2

Legyen r racionalis szam, ekkor teljesil, hogy

ba—b
y(T") = 2ab>3 + 2 (a2 )

Alkalmazva az inverz biraciondlis transzforméciét kapjuk, hogy

G ab(%—b) _ ab(ﬂ;er) 1
y(T) = 2p2 -
a a
melybdl addédik az allitas.
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Bovités harmasokka

Az el6z6 tétel kovetkezménye, hogy végtelen sok harmadik hatvany Di-
ofantikus harmas létezik. Precizebben:

Kévetkezmény (B., Szikszai)

Legyen {a, b} harmadik hatvany Diofantikus pér, ekkor az y((3m+1)P)
bévitése a parnak feltéve, hogy a ¢ {—b, 20, g , ahol m € Z\ {0} .

Példaként bévitstink a y(—2P)-vel, ekkor

w b 0 (a? — ab + b?)
"7 (a3 + 3a2b + 3ab? + b3)

harmadik hatvany Diofantikus harmas.

Gergd Péter Batta (UD) Debreceni Egyetem 2023. majus 5. 17 /29



A feltételekrol

Vegyiik észre, hogy T—P € 3C,;,(Q) elégséges, de nem sziikséges feltétel.
Tekintsiik példaul a

{2,171, 25326}

héarmast. Ekkor az S = (6031,25326) € C2171(Q) 1gy, hogy S — P ¢
3C2,1711(Q).

Kovetkeztetésképpen P-nek mas tobbszorose is bévités lehet.

Lemma 4 (B., Szikszai)

Legyen r = t3,t € Q,t # 0,%1,{a,b} = {7“,—%} és T € E,p. Ekkor
{y(T),y(=T))} harmadik hatvéany Diofantikus par.
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Bizonyitas
Tekintsiik az

2
B+ %
ab 92=x3+<2t

gorbét. Legyen T € Ec’l,b. Ekkor rendezéssel adddik, hogy

2
B+ 5 #4241
o) = —y(T')? + (2> — )y L

t6—2+1
—y(T')?+1+——F

2
t6 N2 t3_t%

'~ & ' — 5
YT+ —= ) | @)+ —5= | +1=
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Bovités négyesekké

Az y(2P) és az y(—2P) kib6vitik az {t3, —1/t3} part négyessé.

Tétel (B., Szikszai)

Legyen r = t3 valamely racionalis ¢ esetén. Ekkor

{r,=1/r,(r8+5- 75 +15.r* 4512+ 1)/(r" =3 - "+ 3.3 — ),
—9- (PP +r¥+7)/(r5 -3 rt+3.72 - 1)}

harmadik hatvany raciondlis Diofantikus négyes.

Bizonyitas:

Egyszerti szamitassal igazolhatd.
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Bovités négyesekké

Lemma 5 (B., Szikszai)

Legyen r = t3,t € Q,t # 0,%1,{a,b} = {r, —%} és T € E,p. Ha
{a,b,y(T"))} harmadik hatvany Diofantikus parmas, akkor {a, b, y(—T))}
szintén harmadik hatvany Diofantikus harmas.

Kovetkezmény (B., Szikszai)

Legyen r = t3,t € Q,t # 0,%+1,{a,b} = {r,—%}. Ekkor minden m €
Z\ {0} esetén az {a,b,y((3m+1)P),y(—(3m+1)P)} harmadik hatvany
Diofantikus négyes.
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Bovités négyesekké

Alkalmazva a biracionélis transzformécidokat adddik, hogy

Y(-T) = —y(T) + £ —

Ekkor
Y(T) — 8 = —y(T) ~
y(=T)* —1° = ~[y(T)* + 1]
y(—=T)t? -5 = -3
7"3
Y-T)(~) +1= .

Azaz {y(—T),—} harmadik hatvény Diofantikus par. Hasonléan bi-

zonyithaté {y(—T),t3} pérra is.
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Leonhard Euler.
Opuscula analytica i.
1783.
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