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Az Si(n) hatvanyosszeg.

S(n) =1k 2k 4 (n—1)k
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Az Si(n) hatvanyosszeg.

S(n) =1k 2k 4 (n—1)k
J6l ismert az alabbi kapcsolat a Bernoulli polinomokkal:

1
k41

ahol a By(x) polinomokat az alabbi generatorfiiggvénnyel
definialhatjuk:

Sk(n) (Bk+1(n) = Biy1),

ze™% > zk
=Y B (<2,
k=0

tovabba By := B(0) a k-adik Bernoulli szam.
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Az Si(n) hatvanyosszeg.

S(n) =1k 2k 4 (n—1)k
J6l ismert az alabbi kapcsolat a Bernoulli polinomokkal:

L
k+1

ahol a By(x) polinomokat az alabbi generatorfiiggvénnyel
definialhatjuk:

Sk(n) = (Bk+1(n) = Biy1),

Xz 0 Zk
C=Y B (2 <2m),
k=0 ’

tovabba By := B(0) a k-adik Bernoulli szam.
Az Si(n) hatvanydsszeg igy kiterjeszthet6 az

Sk(x) = (Bk41(x) = Br1) -

k+1

polinomma.
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Sk(x) hatvanyértékei

Lucas (1875): létezik-e az Sy (x) = y? egyenletnek egész
megoldasa az (x,y) = (1,1) és (24,70) parokon kiviil?
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Sk(x) hatvanyértékei

Lucas (1875): létezik-e az Sy (x) = y? egyenletnek egész
megoldasa az (x,y) = (1,1) és (24,70) parokon kivill? < Watson
(1918): Nem.
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Sk(x) hatvanyértékei

Lucas (1875): létezik-e az Sy (x) = y? egyenletnek egész
megoldasa az (x,y) = (1,1) és (24,70) parokon kivill? < Watson
(1918): Nem.

Schiffer (1956): ha (k,n) ¢ {(1,2),(3,2),(3,4),(5,2)}, akkor az

Sk (x)=y" (1)
egyenletnek csak véges sok x,y egész megoldasa van. (ineffektiv)

Schiffer-sejtés: (1)-nek (k,n,x,y) =(2,2,24,70) az egyetlen
nemtrividlis megoldasa, ha (k, n) nincs a fenti halmazban.
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Sk(x) hatvanyértékei

Lucas (1875): létezik-e az Sy (x) = y? egyenletnek egész
megoldasa az (x,y) = (1,1) és (24,70) parokon kivill? < Watson
(1918): Nem.
Schiffer (1956): ha (k,n) ¢ {(1,2),(3,2),(3,4),(5,2)}, akkor az
Sk (x)=y" (1)
egyenletnek csak véges sok x,y egész megoldasa van. (ineffektiv)
Schiffer-sejtés: (1)-nek (k,n,x,y) =(2,2,24,70) az egyetlen
nemtrividlis megoldasa, ha (k, n) nincs a fenti halmazban.

Gy6ry, Tijdeman és Voorhoeve (1980): effektiv végességi tétel
(1)-ben x,y, n-re.
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Sk(x) hatvanyértékei

Lucas (1875): létezik-e az Sy (x) = y? egyenletnek egész

megoldasa az (x,y) = (1,1) és (24,70) parokon kivill? < Watson

(1918): Nem.

Schiffer (1956): ha (k,n) ¢ {(1,2),(3,2),(3,4),(5,2)}, akkor az
Sk(x)=y" (1)

egyenletnek csak véges sok x,y egész megoldasa van. (ineffektiv)

Schiffer-sejtés: (1)-nek (k,n,x,y) =(2,2,24,70) az egyetlen

nemtrividlis megoldasa, ha (k, n) nincs a fenti halmazban.

Gy6ry, Tijdeman és Voorhoeve (1980): effektiv végességi tétel

(1)-ben x,y, n-re.

Szamos altalanositas: Voorhoeve, Gy6ry és Tijdeman (1979);

Brindza (1984); Dilcher (1986), Urbanowicz (1988, 1994, 1996)
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Sk(x) hatvanyértékei

Lucas (1875): létezik-e az Sy (x) = y? egyenletnek egész
megoldasa az (x,y) = (1,1) és (24,70) parokon kivill? < Watson
(1918): Nem.

Schiffer (1956): ha (k,n) ¢ {(1,2),(3,2),(3,4),(5,2)}, akkor az

Sk(x)=y" (1)
egyenletnek csak véges sok x,y egész megoldasa van. (ineffektiv)
Schiffer-sejtés: (1)-nek (k,n,x,y) =(2,2,24,70) az egyetlen
nemtrivialis megoldasa, ha (k, n) nincs a fenti halmazban.

Gy6ry, Tijdeman és Voorhoeve (1980): effektiv végességi tétel
(1)-ben x,y, n-re.

Szamos altalanositas: Voorhoeve, Gy6ry és Tijdeman (1979);
Brindza (1984); Dilcher (1986), Urbanowicz (1988, 1994, 1996)

Jacobson, Pintér és Walsh (2003): a Schaffer-sejtés n = 2 és
k < b8 esetén
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Sk(x) hatvanyértékei

Lucas (1875): létezik-e az Sy (x) = y? egyenletnek egész
megoldasa az (x,y) = (1,1) és (24,70) parokon kivill? < Watson
(1918): Nem.

Schiffer (1956): ha (k,n) ¢ {(1,2),(3,2),(3,4),(5,2)}, akkor az

Sk(x)=y" (1)
egyenletnek csak véges sok x,y egész megoldasa van. (ineffektiv)
Schiffer-sejtés: (1)-nek (k,n,x,y) =(2,2,24,70) az egyetlen
nemtrivialis megoldasa, ha (k, n) nincs a fenti halmazban.

Gy6ry, Tijdeman és Voorhoeve (1980): effektiv végességi tétel
(1)-ben x,y, n-re.

Szamos altalanositas: Voorhoeve, Gy6ry és Tijdeman (1979);
Brindza (1984); Dilcher (1986), Urbanowicz (1988, 1994, 1996)

Jacobson, Pintér és Walsh (2003): a Schaffer-sejtés n = 2 és
k < b8 esetén

Bennett, Gy6ry és Pintér (2004): a Schiffer-sejtés n > 2 és
k <11 esetén.
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Sk(x) egyenld értékei és polinomértékek

Bilu, Brindza, Kirschenhofer, Pintér és Tichy (2002):
Ha ¢ > k > 1, akkor az

Sk(x) = Su(y) (2)

egyenletnek csak véges sok x,y egész megoldasa van. (ineffektiv)
+ Effektiv végesség, ha k € {1,3} és k # /.
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Sk(x) egyenld értékei és polinomértékek

Bilu, Brindza, Kirschenhofer, Pintér és Tichy (2002):
Ha ¢ > k > 1, akkor az

Sk(x) = Su(y) (2)

egyenletnek csak véges sok x,y egész megoldasa van. (ineffektiv)
+ Effektiv végesség, ha k € {1,3} és k # /.

Ha k> 1,0 > 2, és (k,¢) # (1,2), akkor az

Sk(x)=y(y+1)(y+2)...(y +(£-1)). (3)

egyenletnek csak véges sok x,y egész megoldasa van. (ineffektiv)
+ Effektiv végesség, ha k € {1,3} vagy ¢ € {2,4}.
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Sk(x) egyenld értékei és polinomértékek

Az (1) Schaffer-féle egyenlet és a (2), (3) egyenletek kozos
altalanositéasa az

Sk(x) = &(y) (4)

egyenlet, ahol g(x) egy racionalis egyiitthatés tetszéleges polinom.
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Sk(x) egyenld értékei és polinomértékek

Az (1) Schaffer-féle egyenlet és a (2), (3) egyenletek kozos
altalanositéasa az

Sk(x) = &(y) (4)

egyenlet, ahol g(x) egy racionalis egyiitthatés tetszéleges polinom.

Rakaczki (2004), Kulkarni és Sury (2007): megadtak azon
k,g(x) parokat, amelyeken kiviil (4)-nek csak véges sok x, y egész
megoldasa van. (ineffektiv)
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A Tk(n) alternalé hatvanydsszeg.

T (n) = —1%K 42k — .. 4 (=1)" Y(n—1)k
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A Tk(n) alternalé hatvanydsszeg.

T (n) = —1%K 42k — .. 4 (=1)" Y(n—1)k

Szintén régébta ismert az alabbi kapcsolata az Euler polinomokkal:

o~ B0+ (—21)"—1Ek<n),

ahol az Ey(x) polinomokat az alabbi generatorfiiggvénnyel
definialhatjuk:

tm

20 _y En()" (It <),

et +1

3
I
o
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A Tk(n) alternalé hatvanydsszeg.

Ti(n) = -1k 42k ... 4 (=1)" Yn—1)k

Szintén régébta ismert az alabbi kapcsolata az Euler polinomokkal:

o~ B0+ (—21)"—1Ek<n),

ahol az Ey(x) polinomokat az alabbi generatorfiiggvénnyel
definialhatjuk:

20 _y En()" (It <),

A polinomma valé kiterjesztés nem annyira trivialis, mint az Si(n)
Osszeg esetében.
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Diofantikus eredmények az alternalé esetben

Kreso és Rakaczki (2013): tetszéleges k > 7 és legalabb
harmadfoka g(x) € Q[x] polinom esetén meghataroztak azon
k,g(x) parokat, amelyeken kiviil a

— ko (1) N (x = D) = g(y) (5)

egyenletnek csak véges sok x,y egész megoldasa van. (ineffektiv)

Bennett (2011): 3 < k < 6 esetén teljes megoldas az
1k 3k 45k - (ax—3) —(ax—1Dk=—y"  (6)

egyenletre.
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Altaldnositasok a b,a + b,...,a(n — 1) + b szamtani

sorozat hatvanydsszegeire

Tekintsiik n > 1, és a ## 0, b relativ prim egészek esetén az

Sky(n) = b+ (a+b)* +(2a+b)* +...+ (a(n—1) + b)¥,
és
TE,(n) = b*—(a+ b)*+(2a+ b)*—.. +(-1)"" (a(n— 1) + b)*
hatvanyésszegeket. Nyilvan, Sf4(n) = Sk(n) és T{o(n) = Ti(n).
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Altaldnositasok a b,a + b,...,a(n — 1) + b szamtani

sorozat hatvanydsszegeire

Tekintsiik n > 1, és a ## 0, b relativ prim egészek esetén az

Sky(n) = b+ (a+b)* +(2a+b)* +...+ (a(n—1) + b)¥,
és
TE,(n) = b*—(a+ b)*+(2a+ b)*—.. +(-1)"" (a(n— 1) + b)*
hatvanyésszegeket. Nyilvan, Sf4(n) = Sk(n) és T{o(n) = Ti(n).

Howard (1996):

slf,b(") = ki 1 <Bk+1 <n+ S) — Bk (S)) ) (7)
-3 (e or2)

Y
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Altaldnositasok a b,a + b,...,a(n — 1) + b szamtani

sorozat hatvanydsszegeire

Lehetséges polinomkiterjesztések:
a b b
8k 5 (x) = P (Bk+1 <X+ a) — Bit1 <a>) ;
k
P a b b
=5 (5 (5) ra(3))
k b

Bazsé Andras
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Altaldnositasok a b,a + b,...,a(n — 1) + b szamtani

sorozat hatvanydsszegeire

B., Kreso, Luca és Pintér (2012): A2 < k </, és
ged(a, b) = ged(c, d) = 1 feltételek mellett az

S5 (x) = Sc.a (¥) (9)
egyenletnek csak véges sok x,y egész megoldasa van. (ineffektiv)
+ Effektiv végesség, ha k € {1,3} és ¢ ¢ {1,3,5}.

(BBKPT (2002) emlitett eredményeinek altalanositasa.)
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Altaldnositasok a b,a + b,...,a(n — 1) + b szamtani

sorozat hatvanydsszegeire

B. (2015): A fenti jeldlésekkel,
tetsz6leges k > 3 és legalabb harmadfokid g(x) € Q[x] polinom
esetén azon k, g(x) parok megadasa, amelyeken kiviil az

S5, (x) = &(y) (10)
egyenletnek csak véges sok megoldasa van. (ineffektiv)

(Rakaczki (2004), és Kulkarni és Sury (2007) eredményének
altalanositasa)
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Altaldnositasok a b,a + b,...,a(n — 1) + b szamtani

sorozat hatvanydsszegeire

B. (2015): A fenti jeldlésekkel,
tetsz6leges k > 3 és legalabb harmadfokid g(x) € Q[x] polinom
esetén azon k, g(x) parok megadasa, amelyeken kiviil az

S55(x) = £(¥) (10)
egyenletnek csak véges sok megoldasa van. (ineffektiv)
(Rakaczki (2004), és Kulkarni és Sury (2007) eredményének
altalanositasa)
tetsz6leges k > 7 és legalabb harmadfokid g(x) € Q[x] polinom
esetén azon k, g(x) parok megadasa, amelyeken kiviil az

Toh (x) = g(y) (11)

és

T4, (x) = &(y), (12)
egyenleteknek csak véges sok megoldasuk van. (ineffektiv)
(Kreso és Rakaczki (2013) eredményének &ltalanositasa)

Bazs6 Andras Hatvanydsszegekkel kapcsolatos diofantikus eredmények



Uj eredmények - hatvanyértékek

Legyenek a, b, k és £ > 2 olyan egészek, melyre
a#0,gcd(a, b) = 1.

Theorem (B., Kreso, Luca, Pintér és Rakaczki (2027))

Tekintsiik az
SEp(x) =" (13)

egyenletet x,y > 1 és { > 2 egészekben. Ekkor, ha
(k,a,b) # (1,2,1), akkor ¢ < C; ahol C; egy csak k,a és b
értékétdl fiiggd effektiv konstans. Tovabba, a

(k,0,a,b) € {(1,2,2,0),(3,2,a,0),(3,2,2,1), (3,4, a,0), (5,2, a,0)}

esetektol eltekintve létezik olyan Gy, csak k,a és b értékétdl fliggé
effektiv konstans, hogy max(|x|, ly|) < G.

(Gyéry, Tijdeman és Voorhoeve (1980) altalanositasa)
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Uj eredmények - eltolt hatvanyértékek

Legyen tovabba ¢, d € Q és ¢ # 0.
Theorem (B. (2027))

Ha k > 2, k ¢ {3,5}, akkor az
S;b(x)zc_yé—}—d, (14)

egyenlet minden x,y > 1,/ egész megoldisara létezik olyan s,
csak a, b, c,d és k értékétdl fiiggd effektiv konstans, hogy
max(|x], lyl,€) < Gs.

.
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Uj eredmények - eltolt hatvanyértékek

Analég eredmények az alternalé esetre:

Theorem (B. (2027))

A fenti jelélésekkel tekintsiik a

) =a'+d (15)

%5, (x) = oy + d, (16)

egyenleteket x,y > 1 és { > 2 egészekben. Ekkor, ha k > 7, akkor
létezik olyan, csak a, b, c,d és k értékétdl fiiggd effektiv Cy
konstans, hogy max(|x|,|y|,¢) < C4 az (15) és (16) egyenletek
minden egész megoldasara.
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Uj eredmények - masodfoki polinomértékek

Tekintsiik Gjra az

sk, (x) = g(y), (10)
T4 (x) = g(y), (11)
T4, (x) = g(y), (12)

egyenleteket.
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Uj eredmények - masodfoki polinomértékek

Tekintsiik Gjra az

sk, (x) = g(y), (10)
T4 (x) = g(y), (11)
6, (x) = g(y), (12)

egyenleteket.

Tetszbleges masodfokil g(x) € Q[x] polinom esetére sikeriilt
effektiv médon kiterjeszteni a B. (2015) ineffektiv eredményeit.
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Uj eredmények - masodfoki polinomértékek

Theorem (B. (2027))

A korabbi jelolésekkel, legyen k > 2, k ¢ {3,5}, és deg g = 2.
Ekkor az

Ssp(x) =g(y), (10)
egyenlet minden x,y megoldasira létezik olyan Cs, csak a, b, k és g
értékétél fiiggé effektiv konstans, hogy max(|x|, |y|) < Gs.

4
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Uj eredmények - masodfoki polinomértékek

Theorem (B. (2027))

A korabbi jelolésekkel, legyen k > 2, k ¢ {3,5}, és deg g = 2.
Ekkor az
S55(x) = &(¥), (10)

egyenlet minden x,y megoldasira létezik olyan Cs, csak a, b, k és g
értékétél fiiggé effektiv konstans, hogy max(|x|, |y|) < Gs.

.

Theorem (B. (2027))

A korabbi jeldlésekkel, legyen k > 7, és deg g = 2. Ekkor a
Iih(x)=gly), & T (x)=gly)

egyenletek minden x,y megoldasira létezik olyan Cg, csak a, b, k és
g értékétdl fiiggs effektiv konstans, hogy max(|x|,|y|) < Ce.
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Uj eredmények - tovabbi polinomértékek

Egy c differenciaji szamtani sorozat ¢ egymast kdvets elemének
szorzataként adédé

REx)=y(y+c)(y+2¢)...(y + (¢ — 1)) (17)

polinom esetén az alabbi ineffektiv végességi eredményt nyertiik.

Theorem (B., Kreso, Luca, Pintér és Rakaczki (2027))

Legyenek a kordbbi jelolések mellett k, ¢ olyan egészek, melyre
k>2 k¢ {3,5} és ¢ =3 vagy { > 5. Ekkor az

Ssb(x) = Re(y) (18)

egyenletnek csak véges sok x,y egész megoldisa van.
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Uj eredmények - tovabbi polinomértékek

Egy c differenciaji szamtani sorozat ¢ egymast kdvets elemének
szorzataként adédé

REx)=y(y+c)(y+2¢)...(y + (¢ — 1)) (17)

polinom esetén az alabbi ineffektiv végességi eredményt nyertiik.

Theorem (B., Kreso, Luca, Pintér és Rakaczki (2027))

Legyenek a kordbbi jelolések mellett k, ¢ olyan egészek, melyre
k>2 k¢ {3,5} és ¢ =3 vagy { > 5. Ekkor az

Ssb(x) = Re(y) (18)

egyenletnek csak véges sok x,y egész megoldisa van.

Kis k vagy kis ¢ értékek esetén effektiv végességet is nyertiink (18)
megoldasaira.
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Uj eredmények - a bizonyitasokrdl

Az ineffektiv eredmények bizonyitasaban egyebek mellett a
Bilu-Tichy tételt (2000), és az S’;b(x) valamint a T’;Jg (x) és
T/;; (x) polinomok felbonthatdsagat leiré eredményeinket
hasznaltuk (B., Pintér, Srivastava (2012); B. (2013)).

Bazs6 Andras Hatvanydsszegekkel kapcsolatos diofantikus eredmények



Uj eredmények - a bizonyitasokrdl

Az ineffektiv eredmények bizonyitasaban egyebek mellett a
Bilu-Tichy tételt (2000), és az S’;b(x) valamint a T’;Jg (x) és
T/;; (x) polinomok felbonthatdsagat leiré eredményeinket
hasznaltuk (B., Pintér, Srivastava (2012); B. (2013)).

Az effektiv eredmények bizonyitasanak 6 eszkozei Brindza (1986),
és Schinzel és Tijdeman (1976) effektiv tételei, valamint Pintér
és Rakaczki (2007), és Rakaczki (2011) tételei az eltolt
Bernoulli-, ill. Euler polinomok gyokszerkezetérdl.
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Koszonom a figyelmet.
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